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 ،- ، تحديداً المجموعات المفتوحةمفتوحة في فضاء تبولوجية مجموعتعريف بعض تعميمات للتشتمل هذه الورقة على دراسة : المخلص

هما. إثبات عدم تكافئ، وبعد مقارنتهما تم   -لمفتوحةتعريفين مختلفين للمجموعات ا . من ضمن هذه التعميمات   -مفتوحة ،  -المفتوحة

 .    -والدوال المتصلة     -مفتوحةإضافة لدراسة خصائص المجموعات ال

 .    -المتصلة  الدوال ،     -مفتوحة ،  -مفتوحة ،- مفتوحةمجموعة  :الكلمات المفتاحية 

 

 المقدمة

قدم العديد من الباحثين عدة تعريفات تعمم تعريف المجموعة        

 المفتوحة وتعمم بناء عليه مفهوم الاتصال في الفضاء التبولوجي.

هو أول من قدم مفهوم المجموعات شبه المفتوحة  [7]كان ليفين

ضاء التبولوجي خلال القرن صلة في الفوالدوال شبه المت

م العديد من الرياضيين بعده عدة تعريفات تعمم قد   .العشرين

[ 12نجاستد ]. على سبيل المثال؛ قدم حةتعريف المجموعة المفتو

 [8]مشهوار وآخرون في ، وقدم α-مفتوحةمفهوم المجموعة ال

ينما مفهوم المجموعات المفتوحة مبدئيا في الفضاء التبولوجي، ب

وهي   -فئة المجموعات المفتوحةتعريفاً ل [1] وضع انديجيفتش

ضمن فئة المجموعات نصف المفتوحة مبدئيا وتحتوي  محتواهفئة 

علاوة على  .كل المجموعات نصف المفتوحة والمفتوحة مبدئيا

ذلك، فإن تسميات أخرى وتعريفات جديدة أضيفت من قبل باحثين 

    -مفتوحة ،  -، مفتوحةps -، و مفتوحةγ-آخرين مثل مفتوحة

 أن بعض . إلا𝛽 [2] -مفتوحة،      -مفتوحة ،    -مفتوحة ،

بينت الدراسة  مثلاً ف ؛تتطابق مع اختلاف الأسماء هذه التعريفات

هي المجموعات شبه    -أن المجموعات المفتوحة  [13]

-المفتوحةات ، وأن المجموع𝛽-المفتوحة مبدئياً أو المفتوحة

كما أنه قد وجدت .  𝛼 -مفتوحةهي تماما المجموعات ال    

 [9]تعريفات مختلفة لنفس المسميات، فمثلاً عرف الباحثان في 

يختلف    -والدوال المتصلة   -مفهوماً للمجموعات المفتوحة

 .[11باحثان آخران لنفس التسمية في ]عما قدمه 

في الفضاء التبولوجي   -دوال المتصلةال [3]درس إكيجي       

تطابق فئة المجموعات  γ-أن فئة المجموعات المفتوحة إلى ونبه

لك ذك . -وتطابق فئة المجموعات المفتوحة ps -المفتوحة

العلاقة بين بعض المسميات درست [ 16[ و]15] الورقات

 الأخرى للمجموعات المفتوحة المعممة وثبت أن بعضها متكافئ.

رق بين التعريفين المذكورين دراسة الف دف هذه الورقة هوه     

تم إثبات أنهما غير متكافئين. كما قد و[ 11[ و]9في المراجع ]

في     -الدوال المتصلةو     -تمت دراسة المجموعات المفتوحة

تشتمل هذه الورقة علاوة على ما سبق على ءات التبولوجية. الفضا

عض الأمثلة التوضيحية المتعلقة التعريفات الأساسية وب

والمفاهيم  ،   -والمجموعات المفتوحة  -بالمجموعات المفتوحة

. كذلك المفاهيم الأساسية وخصائص  -الأساسية للدوال المتصلة

-والمغلقة   -ومفهوم الدوال المفتوحة،    -الدوال المتصلة

 وخصائصها.   

، فإن   مجموعة من   لوجيا ولتكن فضاء تبو    𝛸 ليكن      

 Interiorهي مجموعة النقاط الداخلية        المجموعة 

point  هي غلاقة ̅  . كذلك المجموعة  للمجموعةClosure 

 . المجموعة 

 

   -مفتوحةوالمجموعات ال  -المجموعات المفتوحة

     -مفتوحةوالمجموعات ال

التي  السابقة تقديم العديد من التعريفات تم خلال السنوات     

تعتبر تعميماً لتعريف المجموعة المفتوحة في الفضاء التبولوجي. 

ميمات بطريقة مشابهة عن طريق أخذ هذه التعبعض تعرف 

الأربعة الغلاقة والداخلية لمجموعة ما بطريقة متتابعة كالتعريفات 

تحاد أو الاطريق أخذ . ويعرف بعضها الآخر عن 1في تعريف 

 التقاطع للمجموعات الناتجة من إجراء سلسلة الغلاقة والداخلية

في هذا البند سنقوم بعرض  .3وتعريف  2كالتعريفات في تعريف 

 بعض هذه التعريفات ودراسة بعض العلاقات بينها.

      من الفضاء التبولوجي   المجموعة الجزئية : 1تعريف 

 تسمى:

 إذا كانت [  11] (set- )   -مفتوحة مجموعة .1

     (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

إذا   [7] (semi-open)  نصف مفتوحةمجموعة  .1

 كانت

          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        

إذا  [ 8] (preopen) مفتوحة مبدئيا مجموعة  .3

      كانت 

           ̅  

 إذا كانت [  1] (set- )   -مفتوحة مجموعة .4

        ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

من الفضاء التبولوجي   المجموعة الجزئية [: [1 2 تعريف

 تسمى:      

  تحقق إذا كانت(b-open)   -مفتوحةمجموعة  .1

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅ . 

   تحقق إذا كانت (b-closed)   -مغلقةمجموعة  .1

      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅   . 

رمز يرمز لها بال  -عائلة كل المجموعات المفتوحة: ملاحظة

يرمز لها بالرمز   -عائلة كل المجموعات المغلقة، و     

     . 

 . -مفتوحة ، فإنها𝛼-مجموعة مفتوحة  إذا كانت : 1مبرهنة 

̅̅      )      بما أنالبرهان:  ̅̅ ̅̅ ̅̅           . كذلك(̅

 يكون مجموعة عليه لأي  ̅ 
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     (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)       ̅  

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅        

، المجموعة         : في الفضاء التبولوجي العادي1مثال 

  [   ] ولكنها   -مجموعة مفتوحة هي           

 .𝛼-مفتوحةليست 

من الفضاء التبولوجي   المجموعة الجزئية [: [5  3تعريف

 تسمى:      

 إذا كانت    -مفتوحةمجموعة  .1

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅   

 إذا كانت    -مغلقةمجموعة  .1

      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅    

  -من السهل اثبات أن كل مجموعة مفتوحة : ملاحظة
هي   

 مجموعة نصف مفتوحة ومفتوحة مبدئيا في آن واحد.

إذا  𝛼-هي مفتوحة  فإن  ،    إذا كانت[: 15]1 تمهيدية 

 بحيث إن  ة مفتوحة وفقط إذا وجدت مجموع

          ̅ . 

 ة متكافئة:الجمل الآتي فإن     إذا كانت[: 15] 2 مبرهنة

  -هي مجموعة مفتوحة    .1
 . 

 .α -هي مجموعة مفتوحة    .1

-مجموعة مفتوحة     إذا كانت        البرهان: 

  
 عليهف  

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

̅ بذلك         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅            ̅      . منها̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ وهذا   ̅

    يضمن أن

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅       ̅     (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 فإن α  -مجموعة مفتوحة   إذا كانت        

          (I)             ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 وهذا يؤدي إلى          من جهة أخرى فإنه

     (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)        ̅                         

̅̅          (II)و (I) من ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ هي    أي أن   ̅      

  -مجموعة مفتوحة
 . 

استخدما لوصف نفس النوع من  التعريفان الآتيان      

 ن.متكافئيا غير )نفس التسمية( إلا أنهم المجموعات

من الفضاء التبولوجي   المجموعة الجزئية [: [9  4تعريف

  تسمى:      

)   -مغلقـةمجـموعة  .1   -closed)  إذا كـانت

مجموعة   و    كلما كانت     ̅     

  . -مفتوحة

إذا كانت مكملتها   (open -  )   -مفتوحةمجموعة  .1

     -مغلقة

من الفضاء التبولوجي   المجموعة الجزئية : [11]  5تعريف

 تسمى:      

 اذا كانت   -مفتوحةمجموعة  [1

        ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅     

 إذا كانت    -مغلقةمجموعة  [1

   (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    

̅̅ ̅      من الواضح أن  ملاحظة: ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅        ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  و ̅

هو نفس تعريف      -مفتوحةللمجموعة  5بذلك تعريف 

كذلك لاحظ أنه في الفقرة  .1ف يفي التعر  𝛽-مفتوحةالمجموعة 

̅̅      )   الثانية  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 

 :الجمل التالية متكافئة فإن     إذا كانت[: 15] 3 مبرهنة 

 (.5)حسب التعريف    -وحةهي مجموعة مفت    .1

 .𝛽 -هي مجموعة مفتوحة    .1

 مباشر.البرهان: 

 ببعضهما. 5و  4يدرس علاقة التعريفين ي الآت المثال      

   بولوجيومع الت          لتكن  :2مثـال 

    -هي مغلقة        ، فإن المجموعة {       }

̅̅       و           ولكن  .(4سب التعريف ح) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

̅̅       وعليه   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ حسب  -  مغلقة وبالتالي ليست    

 ، لاحظ أن     بأخذ المجموعة  كذلك .5التعريف 

            (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

. كذلك 5حسب التعريف  -  مغلقة هي   عليه المجموعة 

    -ايضا مغلقةهي وبالتالي              ̅     

من ،         التبولوجي العادي بأخذالآن  .4حسب التعريف 

            ]      المجموعة السهل اثبات أن 

       . المجموعة 5حسب التعريف  -  ة مغلقهي    

،  -مفتوحةو   هي مجموعة تحتوي                ]

. 4حسب التعريف  -  مغلقة ليست عليه     ̅     لكن 

 ن.لذا فإن التعريفين غير متكافئاو

-مفتوحةللمجموعات ال 5هذه الورقة ستعتمد التعريف ملاحظة: 

 فقط.  أنه يعتمد على المجموعة إذ    

 ملاحظات: 

  -كل مجموعة مفتوحة هي مجموعة مفتوحة  .1

  -( ومفتوحة5و 4)بالتعريفين    -ومفتوحة
وذلك .  

بع مباشرة من خواص المجموعات المفتوحة حيث يت

  مجموعة مفتوحة فإن    أنه إذا كانت 

       ،   ̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ،       ̅ . 

   -ومغلقة  -كل مجموعة مغلقة هي مجموعة مغلقة  .1

  -( ومغلقة5و 4)بالتعريفين 
 . 

  -مفتوحةالالمجموعات  لعائلة كليرمز  .3
بالرمز   

   
  -عائلة كل المجموعات المغلقة، و    

يرمز  

   لها بالرمز 
    . 

بالرمز    -مفتوحةالكل المجموعات عائلة يرمز ل .4

يرمز    -عائلة كل المجموعات المغلقة، و      

 .      لها بالرمز 

 تالية صحيحة:الجمل ال .     إذا كانت: 4 مبرهنة 

  -كل مجموعة مفتوحة [1]
 . -مفتوحةهي  

  -مجموعة مغلقةكل  [1]
 . -مغلقةهي  

ين تقاطع أي مجموعت أن حقيقةالبرهان مباشر باستخدام البرهان: 

 .5 هو مجموعة جزئية من اتحادهما والتعريف

 والتبولوجي              لتكن : 3مثال 

                                     

 لأن  -هي مجموعة مفتوحة          المجموعة 

      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅               

 كذلك 

      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅               

  -مفتوحةبذلك هي 
         لكنها ليست مفتوحة. كذلك و  

 لأن  -مغلقةهي مجموعة 

      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅         

 ولكنها ليست مغلقة.
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، المجموعة         في الفضاء التبولوجي العادي: 4مثال  

  [   ] -ومغلقة  -مجموعة مفتوحة هي           

  المجموعة كذلك . مجموعة الاعداد القياسية  ، حيث أيضا  

  -مجموعة مفتوحة ليست
  -ولا مغلقة 

 . 

هي مجموعة جزئية في الفضاء التبولوجي المتقطع كل : 5ثال م

  -مجموعة مفتوحة
  -ومجموعة مغلقة 

وكذلك هي مجموعة  

 . -ومغلقة  -مفتوحة

 ية متكافئةفالجمل الآت ،     إذا كانت  :[1] 5مبرهنة 

 .b-هي مجموعة مفتوحة    .1

1.     (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅ ) 

 .b-هي مجموعة مغلقة     .3

  كانت . إذا        سوف نكتفي ببرهان الفقرة البرهان: 

̅̅          وعليه،  -مجموعة مفتوحة ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  بذلكو  ̅      

(      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅ )
 

     

 ومنها نجد

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     (  ̅̅̅̅ )      

 . -مجموعة مغلقة   أي أن  

 : [ 1]  6مبرهنة 

a) هو مجموعة   -اتحاد أي عائلة من المجموعات المفتوحة

 . -مفتوحة

b) هو مجموعة مفتوحة  -تقاطع مجموعتين مفتوحتين- . 

c)  تولد تبولوجي على الفضاء       المجموعة   . 

: من خصائص الاتحاد والتقاطع للمجموعات المفتوحة البرهان

 والمغلقة.

مع مجموعة   -تقاطع مجموعة مفتوحة[:   4]  7مبرهنة 

  -مفتوحة
 . -هو مجموعة مفتوحة 

-مفتوحةحقيقة أن كل مجموعة رهان يعتمد على البالبرهان: 

  
 .7، والباقي من الفقرة الثانية من المبرهنة  -مفتوحةهي  

ي من الفضاء التبولوج  المجموعة الجزئية [:  14]  6تعريف 

إذا   (locally closed)امغلقة موضعيبمجموعة تسمى       

 مجموعات مغلقة.     ، حيث       تكان

كل مجموعة مغلقة هي مغلقة موضوعيا وذلك بأخذ  ملاحظة:

 . تقاطعها مع المجموعة 

 

 ة متكافئة منطقياالجمل الآتي [: 6]  8مبرهنة 

a)   مفتوحة مجموعة 

b)   مجموعة مفتوحة-  
 ومغلقة موضعيا.  

c)   مجموعة مفتوحة-b .ومغلقة موضعيا 

 البرهان:

 مجموعة مفتوحة، عليه   بما أن        

                ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 كذلك كل مجموعة هي مجموعة جزئية من غلاقتها بذلك

        ̅      

 إذن 

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅   

 . من الصيغة السابقة نجد   -توحةمجموعة مف  عليه 

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅        ̅          

 بذلك هي مغلقة موضعيا.

 ذلك.على برهنا سبق أن        

مغلقة و  ةمجموع  حيث ،      نفرض أن        

 . إذن: مجموعة مفتوحة وكلاهما يحوي   

                      ̅ 

̅̅          تحقق أن b-مجموعة مفتوحة  ث أن وحي ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

 فإن ،   ̅     

          ̅         (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

               ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                     

 

 مفتوحة.  إذن 

 

 لاتصال ا

عرفت المجموعات شبه المفتوحة كتعميم للمجموعات  منذ أن     

المفتوحة، تم أيضاً تعميم فكرة اتصال الدالة بين فضاءين 

تبولوجيين وتم تقديم العديد من التعريفات للدوال المتصلة وفقاً 

للمجموعة شبه المفتوحة المستخدمة. في هذا البند نقدم بعض هذه 

 التعريفات وندرس بعض خواصها.
 

إلى   من الفضاء التبولوجي       الدالة  [: 6] 7تعريف 

 تسمى ،  الفضاء التبولوجي 

 إذا كان  -متصلةدالة  .1

                            

 إذا كان  -ةمفتوحدالة  .1

                           

 إذا كان  -مغلقةدالة  .3

                            

   -متصلةدالة  .4
 إذا كان   

         
                    

   -مفتوحةدالة  .5
 إذا كان   

       
                     

   -مغلقةدالة  .6
 إذا كان   

       
                     

 مع الفضاءات              المجموعات لتكن: 6مثال  

𝜎و                     . والدالة              

ليست متصلة لأن   هي الدالة المحايدة، فإن   

لأن   -متصـلة  . ولكن                    

.  كذلك يمكن اثبـات أن                       

  -متصلة  الدالــة 
ليست مفتوحة ولا   بالمثل الدالة  بسهولة.  

   -مفتوحة
      و  𝜎           لأن  

      .

 .          لأن   -ولكنها مفتوحة

 المعرفة بالصيغة      الدالة الثابتة بأخذ : 7مثال 

            

  -ومتصلة  -متصلة ومتصلة  الدالة  فإن
         لأن   

  -ومجموعة مفتوحة  -مجموعة مفتوحة ومفتوحة   و   
  .

  -أو مفتوحة  -ليست مفتوحة ولا مفتوحة  بينما الدالة  
لأن   

ليست مجموعة مفتوحة     و          فإن     لكل 

  -أو مفتوحة  -ولا مفتوحة
  -مغلقة ومغلقة .لكن الدالة  

  -ومغلقة
  -ومغلقة  -ومغلقة مجموعة مغلقة    لأن   

 . 

  دالة من الفضاء التبولوجي        لتكن: [10] 9مبرهنة 

 . -متصلة  فإن  ،متصلة  ، إذا كانت Y إلى الفضاء التبولوجي
 

وأثبتت للمجموعات   [10]وردت في  16-11المبرهنات      

أنها أيضاً صحيحة . إلا 5حسب التعريف    -مفتوحةال

و كذلك صحيحة  4حسب التعريف    -مفتوحةللمجموعات ال

  -مفتوحةللمجموعات ال
 . 
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إلى   دالة من الفضاء التبولوجي        لتكن:  10مبرهنة 

دالة   دالة متصلة فإن   ، إذا كانت Y الفضاء التبولوجي

  -متصلة
 . 

 البرهان:

هي مجموعة مفتوحة   لة متصلة و دا      نفرض أن 

وبما أن كل   مجموعة مفتوحة في        ، إذا  في 

  -مجموعة مفتوحة هي مجموعة مفتوحة
        ، فإن  

  -مجموعة مفتوحة
  -متصلة  ، و بالتالي فإن  في   

 . 

 مع الفضاءات              المجموعات لتكن: 8مثال 

𝜎و                    هي   و              

           ليست متصلة لأن   الدالة المحايدة، فإن 

   ، ولكنها ليست مجموعة مفتوحة في       و       

  -متصلة
 . 

 :11مبرهنة 

  -هي دالة متصلة       الدالة
إذا وفقط إذا كانت    

  -لقةالصورة العكسية لكل مجموعة مغ
هي مجموعة   في    

  -مغلقة
 . في   

مجموعة    ، إذا  مجموعة مغلقة في   نفرض أن البرهان: 

  -دالة متصلة  . وبما أن  مفتوحة في 
 هي        فإن    

  -مجموعة مفتوحة
 ، ولكن  في   

                          

   -مجموعة مغلقة       بالتالي فإن 
 . في    

   ،أي أن  مجموعة مفتوحة في   والآن بالعكس، نفرض أن 

 ، إذا  مجموعة مغلقة في 

                          

  -مجموعة مفتوحة       بالتالي      -مجموعة مغلقة
   ،

  -هي الدالة المتصلة  أي أن 
 . 

 

  -خصائص الدوال المفتوحة
  -والمغلقة   

   

   -هذا البند تعرض بعض خواص الدوال المفتوحة في     
  

   -والمغلقة
 مع بعض الأمثلة.  

 : 12مبرهنة 

  -كل دالة مفتوحة هي دالة مفتوحة
 .   -ودالة مفتوحة  

مجموعة    دالة مفتوحة و        لنفرض أن برهان: ال

مجموعة مفتوحة، وبما أن كل      ، فإن     مفتوحة في

  -مجموعة مفتوحة هي مجموعة مفتوحة
مجموعة      ، فإن  

  -مفتوحة
  -هي دالة مفتوحة   ، عليه في   

. الفقرة الثانية  

 السابق.برهانها مماثل للبرهان 

 عكس المبرهنة السابقة غير صحيح. والمثال الآتي يوضح ذلك:

 حيث            لتكن : 9مثال 

                        

𝜎            

 دالة معرفة بالشكل الآتي      ولتكن  

                     

  -و كذلك مفتوحة  -مفتوحةدالة   بالتالي فإن 
، ولكنها ليست  

هي   في       مفتوحة لأن صورة المجموعة المفتوحة 

 . وهي ليست مفتوحة في       

  -كل دالة مغلقة هي دالة مغلقة: 11مبرهنة 
 .   -ودالة مغلقة 

،  مجموعة مغلقة في   دالة مغلقة و      لتكن البرهان: 

ما أن كل مجموعة مغلقة هي وب مجموعة مغلقة     فإن 

  -مجموعة مغلقة
  -مجموعة مغلقة     فإن  

  ، أي أن  في  

  -دالة مغلقة
 الفقرة الثانية برهانها مماثل للبرهان السابق. . 

 عكس المبرهنة السابقة غير صحيح. ملاحظة: 

  -دالة متصلة ومغلقة      إذا كانت : 14مبرهنة 
   و 

  -مجموعة مغلقة
دالة متصلة        ، فإن  في    

  -ومغلقة
  . 

  -مجموعة مغلقة  دالة متصلة و       لتكن البرهان: 
   

هو دالة متصلة ،والآن    . من خواص الدالة المتصلة، التقييد 

  -مجموعة مغلقة  نفرض أن 
وعة مغلقة مجم  فإن    في   

  -مجموعة مغلقة     فإن  عليه،  في 
دالة   ، وعليه  في  

  -متصلة ومغلقة
 . 

مغلقة، والدالة       إذا كانت الدالة : 15مبرهنة 

  -مغلقة      
  -مغلقة        فإن  

 . 

وعة مجم     ، فإن  مجموعة مغلقة في   لتكن البرهان: 

  -وبما أن كل مغلقة هي مغلقة  مغلقة في 
-مغلقة     فإن    

  
  -دالة مغلقة  لأن   في    -مغلقة        وعليه  

   ،

  -دالة مغلقة     وبالتالي               وبما أن 
 . 
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